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Resumen
El siguiente texto muestra una introduccio´n a un sistema de coordenadas
desarrollado en el an˜o 1860 por William Allen Whitworth de la Universidad
de Cambridge. Mediante la utilizacio´n de este sistema se pueden estudiar
problemas de una manera mucho ma´s sencilla que en los sistemas coorde-
nados tradicionales.
La geometr´ıa anal´ıtica es aquella parte de la matema´tica que aplicando el me´todo
de las coordenadas, estudia los objetos geome´tricos por medios algebraicos.
1. Preliminares
Quien intento´ formalizar un camino entre la geometr´ıa con el a´lgebra fue Rene´
Descartes (1596-1650) cerca del an˜o 1637 cuando publico´ La Ge´ome´trie intro-
duciendo el me´todo de las coordenadas cartesianas. Estas permiten resolver pro-
blemas geome´tricos valie´ndose de herramientas algebraicas.
Sin embargo esta no es la u´nica forma de asignar nu´meros a los puntos para
estudiar los lugares geome´tricos. Existen otros sistemas coordenados como, por
ejemplo, el sistema de las coordenadas polares. Es por esto que ser´ıa va´lido decir
que la u´nica regla que se debe tener en cuenta para estudiar los lugares geome´tri-
cos, mediante procedimientos algebraicos, es que la asignacio´n de los nu´meros
tiene que ser una asignacio´n meto´dica ya que en caso contrario podr´ıa llegarse a
una imposicio´n aleatoria que imposibilitar´ıa el estudio. Por esto se puede concluir
que las formas de abordar un problema geome´trico no son u´nicas y que so´lo queda
en manos del estudiante el escoger el sistema ma´s apropiado.
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Nuestras explicaciones de los sistemas tradicionales de coordenadas (rectangular
y polar) esta´n basadas en el libro Geometr´ıa Anal´ıtica1 de Charles H. Lehmann
y tienen algunas adaptaciones para darle agilidad al texto ya que no constituye
la parte central de este trabajo. El texto base de estudio de las coordenadas
trilinales, estudiado por nosotros, fue escrito en el an˜o 1860 en Londres por Willian
Allen Whitworth, su nombre: Trilinear coordinates and other methods of modern
analtical geometry.
2. Sistemas coordenados esta´ndar
Los sistemas de coordenadas cartesianas y polares son conocidos como los sis-
temas de coordenadas esta´ndar debido a que son los que ma´s desarrollo han
tenido histo´ricamente. A continuacio´n haremos un acercamiento a ambos.
2.1. Sistema de coordendas cartesianas
Este sistema, indicado en la Fig. 1 consta de dos ejes (X − Y ) llamados ejes de
coordenadas, perpendiculares entre s´ı con un punto de interseccio´n O, el origen.
Estos ejes coordenados dividen el plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes,
numerados tal como se indica en la Fig. 1. La direccio´n positiva del eje X es hacia
la derecha; la direccio´n positiva del eje Y hacia arriba.
P (x, y)
I(+,+)
II(−,+)
III(−,−) IV (+,−)
Fig. 1
1LEHMAN, Charles.(2.002)Geometr´ıa Anal´ıtica. Editorial Limusa S.A.
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Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema rectangular.
En efecto, se traza PA perpendicular al eje X y PB perpendiculara al eje Y . La
longitud del segmento OA se representa por x y se llama abscisa de P ; la longitud
del segmento OB se representa por y y se llama ordenada de P . Los signos de las
coordenadas en los cuatro cuadrantes esta´n indicados en la Fig 1.
Es evidente que a cada punto coordenado del plano le corresponde uno y sola-
mente un par de coordenadas (x, y). Rec´ıprocamente un par de coordenadas (x, y)
cualesquiera determina uno y solamente un punto en el plano coordenado por lo
cual se puede decir que el sistema coordenado rectangular en el plano establece
una correpondencia biun´ıvoca entre cada punto del plano y un par ordenado de
nu´meros reales.
2.2. Sistema de coordenadas polares
En el sistema polar, un punto se localiza especificando su posicio´n con respecto
a una recta fija y a un punto fijo de esa recta. La recta fija se llama eje polar;
el punto fijo se llama polo. Sea (Fig. 2) la recta horizontal OA el eje polar y el
punto O el polo. Sea P un punto cualquiera en el plano coordenado. Trazemos el
segmento OP y asignemos su longitud por r. Llamemos C al a´ngulo AOP .
Evidentemente, la posicio´n del punto P con relacio´n al eje polar y al polo es
determinada cuando se conocen r y C . Estas dos cantidades se llaman las coor-
denadas polares del punto P ; en particular, r se llama radio vector y C a´ngulo
polar, a´ngulo vectorial o argumento de P . Las coordenadas polares de un punto
se indican dentro de un pare´ntesis escribie´ndose primero el redio vector. As´ı, las
coordenadas de P se escriben (r, C). La l´ınea recta que pasa por el polo y es
perpendicular al eje polar se llama el eje a 90o.
El a´ngulo polar C se mide en trigonometr´ıa considerando el eje polar como lado
inicial y el radiovector como lado final de a´ngulo, es decir, partiendo del eje polar
hacia el radio vector; se considera positivo o negativo segu´n que el sentido seguido
sea opuesto a las manecillas de un reloj o el mismo. Algunos autores, siguiendo los
convenios hecho en trigonometr´ıa consideran que el radio vector nunca debe ser
considerado como negativo; otros autores, en cambio, admiten que el radio vector
puede tomar todos los valores reales. Nosotros seguiremos este u´ltimo convenio.
Segu´n esto si un punto tiene un radio vector negativo, se mide primero el a´ngulo
polar de la manera ordinaria, y despue´s se toma el radio vector en la prolongacio´n
del lado final. As´ı, un punto P de coordenadas (−r, C) se localiza como se indica
en la Es evidente que un par de coordenadas (r, C) determina uno y solamente un
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punto en el plano coordenado. El rec´ıproco, en cambio, no es verdadero, porque
un punto P determinado por las coordenadas (r, C) esta´ tambie´n determinado
por cualquiera de los pares de coordenadas representados por (r, C + 2nπ) en
donde π esta´ en radianes y n es un entero cualquiera. El punto P puede deter-
minarse tambie´n por cualquiera de los pares de coordenadas representadas por
(−r, C + nπ) en donde n es un entero impar cualquiera.
P (r, θ)
P (−r, θ)
θ
r
−r
Fig. 2
Mientras que el sistema rectangular establece una correpondencia biun´ıvoca en-
tre cada punto del plano y un par de nu´meros reales, esta correpondecia no es
u´nica en el sistema polar, porque un punto puede estar representado por uno
cualquiera de un nu´mero infinito de pares de coordenadas polares. Es esta caren-
cia de reciprocidad u´nica en el sistema polar la que nos conduce, en algunos casos,
a resultado que defieren de los obtenidos en el sistema rectangular.
3. Otros sistemas de coordenadas en el plano
Como anteriormente lo dijimos no existe una u´nica forma de asignarle nu´meros
a los puntos en un plano. Existen tantos sistemas como uno quiera, la diferencia
radica en la utilidad que estos sitemas cumplen en la solucio´n de problemas.
604
Introduccio´n a las Coordenadas Trilineales
3.1. Sistemas de coordenadas oblicuas
El plano oblicuo esta´ formado por dos ejes que se intersecan formando un a´ngulo,
al que llamaremos C . Vale la pena anotar que el sistema cartesiano resulta ser
un caso particular de este sistema coordenado, sencillamente cuando C es recto.
Seguidamente enunciaremos diferentes formas de asignarle nu´meros a los puntos.
3.1.1. Sistema de coordenadas oblicuas paralelas
La manera para saber las coordenadas de un punto en el plano es la siguiente:
Teniendo un punto P arbitrario se trazan paralelas a los ejes. La primera com-
ponente es la distancia del punto P al corte con el eje X y la segunda del punto
P al corte con el eje Y .
C
P (x, y)x
y
O
Y
X
Fig. 3
3.1.2. Sistema de coordenadas oblicuas perpendiculares
La manera para saber las coordenadas de un punto en el plano es la siguiente:
Teniendo un punto P arbitrario se trazan perpendiculares a los ejes. La primera
componente es la distancia del punto P al corte con el eje X y la segunda del
punto P al corte con ele eje Y .
C
P (x, y)x
y
O
Y
X
Fig. 4
605
Memorias XV Encuentro de Geometr´ıa y III de Aritme´tica
3.2. Cambio de coordenadas
La manera de pasar de un sistema a otro es haciendo uso del cambio de coor-
dendas. A continuacio´n mostraremos la relacio´n que se puede establecer entre los
nu´meros que se le han asignado a un punto en un sistema y en otro.
Una de los procedimientos ma´s u´tiles que se pueden utilizar cuando se esta´n re-
solviendo problemas en geometr´ıa anal´ıtica es el cambio de coordenadas pues este
nos permite trabajar sin ningu´n problema en cualquier sistema de coordenadas.
C
P (x, y)ax
b y
Y ′
Q R
Y
X
Fig. 5
El primer cambio de coordenada que vamos a realizar es el cambio del sistema
cartesiano al sistema de coordenadas oblicuas paralelas. Teniendo un punto P de
coordenadas cartesianas (x, y) tenemos que descubrir las coordenadas oblicuas
paralelas (a, b). Para eso podemos establecer la siguiente relacio´n:
sin∠PQR = y
b
debido a que ∠PQR = ∠C tenemos que b = y cscC . Por otro lado vemos que
a = x− QR , pero QR = b cosC por lo tanto a = x − b cosC . De esta manera
tenemos las relaciones del sistema de coordenadas cartesianas y el sistema de
coordenadas oblicuas paralelas; que era nuestro objetivo.
Por otra parte: teniendo como la forma de asignar nu´meros a los puntos en el
sistema de coordenadas cartesianas y la forma en que definimos el sistema de
coordenadas perpendiculares podemos utilizar la siguiente deduccio´n para hacer
un paralelo entre los dos sistemas.
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C
P (x, y)x
′
x
y′y
Y ′
Q
R
Y
X
Fig. 6
Dado un punto de coordenadas (x, y) en el sistema de coordenadas cartesianas,
encontrar las coordenadas (x′, y′) en el sistema de coordenadas oblicuas perpen-
diculares.
Evidentemente y = y′. Pero para x′ tenemos que:
tanC =
y
QR
; QR = y cotC
De esta forma: sinC =
x′
x−QR y sinC =
x′
x− y cotC .
Despejamos x′ para tener como resultado : x′ = x sinC − y cosC
Por u´ltimo haremos el paralelo entre las coordenadas oblicuas paralelas y las
coordenadas oblicuas perpendiculares. Para esto utiizaremos la siguiente figura.
C
P (a, b)a
′
a
b′
b
Y
R
Q′ R′ X
Q
Fig. 7
Se dara´n las coordenadas oblicuas perpendiculares (a′, b′) de un punto que tiene
como coordenadas oblicuas paralelas (a, b).
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Podemos establecer las siguientes relaciones: b sin∠PQ′R′ = b′ y
a sin∠PQR = a′. Con lo que terminamos de establecer las relaciones que nos
permitira´n trabajar en cualquiera de los tres sistemas de coordenadas.
4. Coordenadas Trilineales
Las Coordenadas Trilineales se refieren a tres ejes no concurrentes Fig. 5, llamados
los ejes de referencia, segu´n los cuales se ubica un punto y se le confieren unas
componentes de una manera meto´dica. En este caso convendremos en llamar
al trina´ngulo formado por las intersecciones de los ejes de referencia como el
tria´ngulo ABC .
C
B
A
Fig. 8
4.1. Ubicacio´n de un punto
Tendremos que hablar de dos problemas principalmente: el primero es: teniendo
un punto en el plano hallar sus coordenadas; el segundo: teniendo las coordenadas,
hallar el punto.
Una vez que tenemos un punto P , si queremos hallar sus coordenadas trazamos
perpendiulares a los ejes de referencia desde el punto y el valor de las componentes
sera´ esta distancia. As´ı que un punto tiene como coordenadas (α, β, γ) si α es la
altura del tria´ngulo BPC , β es la altura del tria´ngulo PCA y γ es la altura del
tria´ngulo BPA (Fig. 9).
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C
B
A
P
α
β
γ
Fig. 9
Ahora bien, una vez que se tengan las componentes del punto, la manera de
dibujarlo es trazando una paralela al eje BC a una distancia α y una paralela al
eje CA a una distancia β de tal forma que la interseccio´n de estas rectas paralelas
a los ejes es el punto s´ı y so´lo s´ı se encuentra a una distancia γ del eje BA.
C
B
A
P
α
β
γ?
Fig. 10
4.2. El signo de las componentes.
En el sistema de coordenadas cartesianas le asigna´bamos un signo al nu´mero de
las componentes indicando la direccio´n de los ejes coordenados. En el sistema
de coordenadas trilineales, por facilidad, convendremos asignar el signo de las
componentes dependiendo de la ubicacio´n del punto de la siguiente manera:
α positivo cuando esta´ al mismo de lado del punto A respecto BC
β ... B ... AC
γ ... C ... AB
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De esta manera podemos decir que las componentes trilineales de los puntos
tendra´n los siguientes signos respecto a su ubicacio´n en el plano.
4.3. Ecuaciones de rectas ba´sicas.
En esta seccio´n nos concentraremos en deducir las ecuaciones de tres rectas im-
portantes: Los ejes de referencia, las rectas paralelas a los ejes de referencia y las
bisectrices de los a´ngulos de referencia.
En cuanto a las l´ıneas de referencia tomremos el segemnto CB como ejemplo.
Podemos ver (Fig.11) que la distancia desde cualquier P que se encuentre sobre
la l´ınea de referencia CB a esta misma es 0 ; por lo tanto podemos decir que la
condicio´n -ma´s adelante aclararemos esto- para que un punto este´ sobre la l´ınea
de referencia CB es α = 0
C
B
β
γ
A
P
Fig. 11
Por lo tabto se puede decir que:
BC tiene como ecuacio´n α = 0
AC ... β = 0
AB ... γ = 0
Para deducir la fo´rmula de cualquier recta que sea paralela a alguna l´ınea de
referencia tomeremos el ejemplo de una l´ınea que sea paralela a AC (Fig.12).
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C
A
β
γ
α
β ′
γ′
α′
B
P
P ′
Fig. 12
Evidentemente β = β ′ = k, donde k es una constante; esto cual nos da la condicio´n
para que unos puntos este´n sobre una recta que es paralela a una de las l´ıneas de
referencia.
una recta paralela a BC tiene como ecuacio´n α = k
... AC ... β = k
... AB ... γ = k
Finalmente tomaremos la bisectriz del a´ngulo BCA como ejemplo para deducir
las ecuaciones. Como se puede ver (Fig.13) si tomamos un u´nto sobre la bisectriz
del a´ngulo BCA y trazamos las distancia a los ejes formamos dos tria´ngulos
congruentes debido a que tienen a´ngulos rectos; por la definicio´n de bisectiz tienen
un a´ngulo de la misma medida y comparten un mismo lado (la bisectriz).
C
B
β
γ
α
A
P
Q
R
Fig. 13
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Por lo tanto se puede decir que PQ = PR; ees decir α = β que es la condicio´n
que esta´bamos buscamdo. De esta manera:
La bisectriz del a´ngulo BCA tiene como ecuacio´n α = β
... CAB ... β = γ
... CBA ... γ = α
As´ı damos las condiciones para que los puntos este´n sobre algunas rectas ba´sicas.
Sin embargo, como los dec´ıamos anteriormente tenemos que aclarar si es u´nica
la condicio´n que presentamos anteriormente. Esto nos remite a una pregunta que
es va´lido hacerse: ¿Todo punto que cumpla la condicio´n esta´ sobre le plano de
las coordenadas triineales? Para resolver esto podemos establecer unha relacio´n
entre los puntos que se encuentran en el plano y el tria´ngulo de referencia. Para
hacer esto podemos ver que (Fig.14) teniendo un punto arbitraio P en el plano,
trazamos las sebianas, para ver que forman tres tria´ngulos que cumplen una
caracter´ıstica muy especial que veremos a continuacio´n.
C
B
β
γ
α
A
P
a
b
c
Fig. 14
El a´rea del tria´ngulo BPC =
aα
2
; la del tria´ngulo BPA =
cγ
2
; y la del tria´ngulo
CPA =
bβ
2
. Sin embargo La suma de las a´reas de estos tres tria´ngulo es igual al
area del tria´ngulo de referencia ABC . De esta manera tenemos que:
aα
2
+
cγ
2
+
bβ
2
= ∆ABC As´ı que aα + bβ + cγ = 2∆ABC Que es la relacio´n que esta´bamos
buscando2.
2No´tese que cuando el punto P se encuentra fuera del tria´ngulo de referencia tenemos que
una de las coordenadas es bnegativa de manera que el a´rea del tria´ngulo que sobra se restara´ de
las a´reas de los otros dos tria´ngulos, haciendo que la relacio´n se mantenga au´n en estos casos.
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Gracias a esta relacio´n podemos completar lo que hab´ıa quedado pendiente en
la parte anterior diciendo que un punto esta´ sobre un recta siempre y cuando
cumpla la condicio´n espec´ıfica de la recta u la anterior relacio´n.
4.4. Puntos Notables.
Ahora nos concentraremos en encontrar las coordenadas de algunos de los puntos
notables del tria´ngulo de referencia.
4.4.1. Ve´rtices
Para encontrar las coordenadas de los ve´rtices tenemjos que es evidente que dos
de las componentes de la coordenada son 0. En el caso de A, β = 0 y γ = 0; pero
tambie´n que aα = 2∆3 as´ı que α =
2∆
a
.
De esta forma tenemos que:
A =
(
2∆
a
, 0, 0
)
B =
(
0,
2∆
b
, 0
)
C =
(
0, 0,
2∆
c
)
Que son las coordenadas de los ve´rtices.
4.4.2. Incentro
Debido a que e´ste es el centro de la circunferencia inscrita al tria´ngulo de refer-
encia, las distancias perpendiculares a cada lado son iguales. As´ı, tenemos que
α = β = γ. Por e´sto
αa + βb + γc
a + b + c
=
2∆
a + b + c
. As´ı las coordenadas del incentro
son: (
2∆
a + b + c
,
2∆
a + b + c
,
2∆
a + b + c
)
3De ahora en adelante cuando aparezca el s´ımbolo ∆ nos referiremos al tria´ngulo de refer-
encia.
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4.4.3. Circuncentro
B
A
α
β
γ
C
O
c
a
b
Fig. 15
Sea O el centro, α, β, γ, sus coordenadas. Si unimos OB con C , y trazamos
OP perpendicular a BC , (figura 15), entonces BC es bisecado en P . Para los
tria´ngulos OPB y OPC el procedimiento es el mismo. Tambie´n se tiene que la
medida del a´ngulo BOC es igual a al doble de la medida del a´ngulo BAC Por
esto se tiene que:
∠BOP = 1
2
∠BOC = ∠A
OP
BP
= cotA
α =
a
2
, β =
b
2
, γ =
c
2
Que son las coordenadas del punto requerido.
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